gBalverarbeitung

digitalen Rechner, der aus den Eingangsfoglewedigndie Ausgangsfolgewerte y[n]
berechnet. Diese Zahlenfolge wird in einem DA-Wandh eine zeitkontinuierliche,
treppenféormige Spannung umgesetzt und anschliessgrtiém Tiefpassfilter TP2 geglattet.
TP1 und TP2 sind Bandbegrenzungsfilter zur Unteiiriig hoher Frequenzen. Winscht
man eine Unterdriickung der DC-Komponente wie beispeise in der
Audiosignalverarbeitung, dann werden sie durch Pasdfilter ersetzt.

Das analoge Antialiasingfilter TP1 und das anal@g#tungsfilter TP2 werden als passive
oder aktive RC-Filter oder als SC-Filter (SchaKendensator-Filter; engl. Switched-
Capacitor-Filter) ausgefuhrt. AD- und DA-Wandlerdshybride Bausteine, d.h. Bausteine,
die in gemischt analog-digitaler Schaltungsteclygkaut sind. Den digitalen Rechner gibt es
in verschiedenen Ausfihrungsformen. Aul3erordengighular sind Signalprozessoren, d.h.
Mikrocomputer, die speziell zur Verarbeitung vaskdeten Signalen hergestellt wurden. Fir
hohe Abtastfrequenzen existieren spezielle Digjitet€hips und selbstverstandlich lasst sich
grundsatzlich jeder beliebige Computer, wie z.B.RC oder eine Workstation als

Digitalfilter programmieren.

5.1.2 Filterfunktionen

Die vier klassischen Filterfunktionen sind die pia$s-, die Hochpass-, die Bandpass- und die
Bandsperrenfunktion, wie in der folgenden Abbildwaetematisch dargestellt [6]:
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Abbildung 5: Schematische Darstellung der Amplitudegange der vier klassichen Filterfunktionen:
Tiefpass (a), Hochpass (b), Bandpass (c) und Banaspe (d).

Hier und im Folgenden bezeichnet T = 1/fs die Alpaisode. Die Parameter fpass, fpassl
und fpass2 nennt md@urchlassfrequenzefengl. passband frequencies) und die Parameter
fstop, fstopl und fstop 3perrfrequenzefengl. stopband frequencies). Die drei
Frequenzbereiche, die durch die Durchlass- undris@guenzen abgegrenzt werden, heil3en
Durchlass-, Ubergangs- und Sperrbereich

Ein weiteres Filter ist das Multiband-Filter, dashmere Durchlass- und Sperrbereiche mit
unterschiedlicher Gewichtung aufweist [6]:
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Zu den Filterfunktionen zahlt man auch den Difféiaor und den Hilbert-Transformator:
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Vervollstandigt wird der Katalog von Filterfunktien durch den Allpass. Dies ist ein Filter
mit einem konstanten Amplitudengang und einem feegabhangigen Phasengang gemass
der folgenden Abbildung [6]:
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Damit sind die wichtigsten Filterfunktionen besefyen und wir wollen im nachsten
Abschnitt zum besseren Verstandnis der linearentditjer die Grundlagen der LTI-
System-Theorie zusammenfassen.

5.1.3 Das Digitalfilter als LTI-System

Wie eingangs erwahnt, gehen wir davon aus, dasBidéslfilter ein stabiles und kausales
LTI-System ist, das sich mit einer rationalen Utagtingsfunktion mit reellen Koeffizienten
beschreiben lasst:
" f + bz l_..‘—a—f.rz"‘\"
If[zj _ 20 M ™ OpN =
l4+a12714+--+apyzM

(31)

Die Ubertragungsfunktion H(z) definiert das Ubegtragsverhalten des Systems und die
grossere der beiden natirlichen Zahlen N und MilegtOrdnung fest. Sind alle rekursiven
Koeffizienten ai gleich Null, dann spricht man v@inem nichtrekursiven LTI-System oder
einfach von einerkIR-Filter, andernfalls von einem rekursiven LTI-System aalafach von
einemlIR-Filter.

Unter dem Frequenzgang versteht man die Ubertrafunktion, ausgewertet auf dem
Einheitskreis der z-Ebene:

Hl.{\(;"}'?ﬂ'f]‘] -, -TI(:‘_]'lz:E;_-En_.“T

Den Betrag des Frequenzgangs nennt man Amplitudgngad die Phase des Frequenzgangs
Phasengang. Die negative Ableitung des Phasengangs

1 dZH(ef?mIT)
C2r df
ist die Gruppenlaufzeit. Transformieren wir die ttegungsfunktion in den Zeitbereich, so
erhalt man die Impulsantwort:

H(z) e—o h[n]

Im Bildbereich ist das Ausgangssignal gleich demggngssignal multipliziert mit der
Ubertragungsfunktion:

;%
Ty (e’*" ! T)

Y(2) = H(z) X(2)

und im Zeitbereich ist das Ausgangssignal gleiain @&@ngangssignal gefaltet mit der
Impulsantwort:

y[n] = h{n] * x[n]

Setzen wir fur H(z) die rationale Funktion (31),adann fihrt die Rucktransformation auf die
Differenzengleichung (29):

M

N
y[n] = — Z a;y[n — il + Z bix[n — i

i=1 i=()

Aus dieser kann man das Signalflussdiagramasammengesetzt aus den drei Elementen
»2Addierer®, ,Multiplizierer mit einer Konstanten“nd ,Verzogerungselement” herleiten.

" Das Signalfulssdiagramm ist eine vereinfachte FdesiBlockdiagramms: Additionspunkte werden durch
kleine Kreise und Eingangs-, Ausgangs- und Abzweigeen werden durch kleine, schwarz ausgefiilltaedere
symbolisiert. Der Multiplizierer wird duch einendfifdargestellt, bei dem die Konstante steht. EeilFoei dem
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x,[n] 4 o
>3—>—0 v[n] x[n] «#——>——e y[n] x[n] =¥——>—e y[n]
x,[n]

y[n] =x[n] + x,[n] y[n] = ax[n] y[n] = x[n-1]
SchlieRlich kénnen wir die Ubertragungsfunktion mat die Form
}'.rlfz) = bnz:".-'f—.-\' [::: :]:}(:‘: = 22,] s [Z = :N}
‘ (2 —p1)(z —p2)--- (2 — pm)
bringen und die Parameter pi und zi als Pole unitstéllen definieren. Zusammengefasst:

Ein lineares Digitalfilter beschreibtman gewohnligtit Hilfe seiner Ubertragungsfunktion.
Aus ihr lassen sich die wichtigsten Funktionen Gesgetzmaligkeiten ableiten.

Um die aufgefiihrten Zusammenhange zu illustridbetrchten wir zum Abschluss ein
Beispiel.

Beispiel: Wir analysieren ein IIR-Filter 2. Ordnung mit déiertragungsfunktion
und der Abtastfrequenz fs = 1 kHz. Durch AnwendenMATLAB-Befehlre ,freqz*, ,abs®,

.=angle“, ,grpdelay” und ,impz*“ finden wir den Amglidengang, den Phasengang, die
Gruppenlaufzeit und die Impulsantwort [6]:
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Die Differenzengleichung lautet:

y[n] = 1.2841 y[n-1] — 0.5095 y[n-2] + 0.2452 x[n]0.2452 x[n-2]

das Symbol z"-1 steht, stellt ein Verzégerungsetdgrdar und ein Pfeil ohne Symbol ist ein gewdhrdich
Signalpfad.
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und ein madgliches Signalflussdiagramm hat folgerlessehen:
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i 1 bl]
Z 2
= O i O e _|,,-|:”:|.
-a,
Die Ubertragungsfunktion
H(z) = by E; — 21“,2 — QJ_
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Wie wir gesehen haben, steht die Ubertragungsfankin Zentrum der Digitalfilter-Theorie.
In den folgenden Abschnitten geht es um die Fraggeman die Ubertragungsfunktion findet,
mit welchem Blockdiagramm sie zu realisieren isd welche Vor- und Nachteile die
einzelnen Realisierungen haben.

5.2 Eigenschaften und Strukturen digitaler Filter

Lineare Digitalfilter teilt man in FIR- und IIR-FKér ein. Beide Filterklassen haben
interessante Eigenschaften, die wir im Folgendemé&elernen wollen. Des Weiteren werden
wir einige Signalflussdiagramme zur ihrer Realisigy vorstellen. Das Signalflussdiagramm,
das eine vereinfachte Form des Blockdiagramseesint man di&trukturdes Digitalfilters.
Kennen wir die Struktur, dann sind wir in der Lage, Programm zu schreiben und das
Digitalfilter auf einem digitalen Rechner zu implentieren.

5.2.1 Eigenschaften und Strukturen von FIR Filtern

5.2.1.1Grundlagen

Unter einem FIR-Filter N-ter Ordnung verstehen evr Digitalfilter mit der
Ubertragungsfunktion

H{z)=bg4big T oo $ by~
Durch Ricktransformation in den Zeitbereich erhmligr folgende Impulsantwort:
hin] = byé[n] + byé[n — 1] + -+ - + byS[n — N]
In Sequenzschreibweise:
{h[n]} = {b0O,b1,b2,...bN}
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Daraus erkennen wir, dass die Dauer der Impulsah®mallich ist und ihre Lange N+1
betragt. Es ist diese endliche Lange, die zur Bbreing FIR-Filter (engl. finite impulse
response filter) gefuhrt hat. Die ImpulsantwortesifrIR-Filters N-ter Ordnung lautet
allgemein:

{h[n]} = {h[0],h[1],h[2],...h[N]}

d.h. die Werte der Impulsantwort h[n] sind glei@ndilterkoeffizienten bn. Durch
Erweiterung mit zAN kann die Ubertragungsfunktiomiain der Form

bgzN + blZN_] et b_,f\r

zV
geschrieben werden. Daraus geht hervor, dassaher Ursprung liegen und dass FIR-
Filter somit immer stabil sind.

Hiz} =

5.2.1.2Eigenschaften symmetrischer FIR-Filter

In der Praxis setzt man ihrer guten Eigenschaftegen meistens symmetrische FIR-Filter
ein. Unter einem symmetrischen FIR-Filter, das spiegel- oder punktsymmetrische
Impulsantwort hat:

hn] i fln]

. Svmmetrieachse

a) Typ 1: spiegelsymmetrisch (N gérade) b) Typpegelsymmetrisch (N ungerade)
k[n] 4 hin

N 01 2
0 Syvmmeinepunkt

c) Typ 3: punktsymmetrisch (N gerade) d) Typ 4:lgapmmetrisch (N ungerade)

Fur die Fourier-Transformierte eines Zeitsignalt3 git:
Das Spektrum eines reellen Signals ist symmetrisch:

CIXGIL: gpradh [ <XUT Uugtad
Ly X 5"‘{%” ““"La TQXHT Glgreds

D.h. das Betragsspektrum und der Realteil des 8paktsind spiegelsymmetrisch,
das Phasenspektrum und der Imaginarteil des Spegtningegen sind

] md( Oo—€ /L

K. Obermann 134 SS 2009



gBalverarbeitung

punktsymmetrisch. Wegen der Symmetrieeigenschaft das Spektrum vielfach nur
auf der positiven Frequenzachse dargestellt. Dedgitet dann hin und wieder zu der
irrtimlichen Ansicht, dass das Spektrum reellen&lg nur auf der positiven
Frequenzachse existiert.

Ist ein Signal x(t) nicht nur reell, sondern zuBétegerade oder ungerade, dann gilt:

Verschiebt man die Zeitfunktion x(t) um t0O, so gilt

v (4 - {ﬂ.;} c—o | X (1]« o

Fir den Frequenzgang der spiegelsymmetrischen Fig&-¥om Typ 1 und 2 folgt daraus:
H(e32™IT) = R(e2™IT =027 I 5T

wobei R(exp[jdfT]) eine reelle Frequenzfunktion und T das Abtastivall ist. Der
Frequenzgang der punktsymmetrischen FIR-Filter Ygm3 und 4 kann in der Form:

H(e2™T) = R(e/2"IT)e~3(5+27f §T)

geschrieben werden. Vernachlassigen wir die aus\@eichenwechsel von entstehenden
Phasenspriinge der Sprungh@héann folgt daraus fur den Phasengang von Typ12un

. N
LH(e?T) = —2x fr T
und den Phasengang von Typ 3 und 4:

iy g 7 N
/H(e?™T) = —{% +2mf=T)

Gemald Abschnitt 4.3.2.3 ergibt sich die Gruppeukitiller vier Filtertypen zu:

o (TRITY . 2
Tqle ) 5 T

Daraus folgt:

- Der Phasengang <H(expfi]) eines symmetrischen FIR-Filters ist — abgeselmn
180° Phasenspriingen - eine lineare Funktion vbiet ist der Grund, weshalb
symmetrische FIR-Filter auch als linearphasige FilRer bezeichnet werden.

Die Gruppenlaufzeitg symmetrischer FIR-Filter ist konstant und ihr st gleich
N/2 T.

Filter mit konstanter Gruppenlaufzeit haben dieifpasEigenschaft, dass sie Signale im
Durchlassbereich nicht verzerren, sondern nur gz Zudem bleibt die Symmetrie
symmetrischer Pulse erhalten, was fir viele Anwegédua ebenfalls vorteilhaft ist. Diese
Eigenschaft ist im nachsten Beispiel illustriert.

Beispiel:Wie betrachten ein Tiefpass-Filter mit dem Amml#n- und Phasengang gemal der
folgenden Abbildung:
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a) Amplitudengang eines symmetrischen FIR-Filters

b) Phasengang des symmetrischen FIR-Filters

¢) Impulsantwort des symmetrischen FIR-Filters

d) Pol-Nullstellen-Diagramm des symmetrischen FIReFs

Es handelt sich um ein symmetrisches FIR-Filter vigm 2, wie aus der dazugehdrigen
Impulsantwort hervorgeht. Abgesehen von den erveihh80°-Phasenspringen ist der
Phasengang linear. Die Phasenspriinge treten dpwaulie Ubertragungsfunktion ihre
Nullstellen hat. Sie haben deshalb keinen Einflugsdas Ubertragungsverhalten. Wie das
Pol-Nullstellen Diagramm zeigt, liegen diese siebletistellen auf dem Einheitskreis. Die
Nullstellen sind beztglich der reellen Achse und Banheitskreises symmetrisch verteilt.
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Diese Symmetrien sind auf die reellen Koeffiziented die symmetrische Impulsantwort
zurtckzufiihren. Die Lange des Filters ist 22 (N1F ®emnach muss die
Ubertragungsfunktion 21 Nullstellen und 21 im Urspy liegende Pole haben.

Wir wollen nun die Wirkung des Filters untersucheenn an den Eingang ein
punktsymmetrischer Doppel-Rechteckpuls geman dgerden Abbildung angelegt wird:

Bei der Betrachtung des Ausgangssignals sind zwekte erwdhnenswert:

1. Zwar ist der tiefpassgefilterte Rechteckpuls wigatet an seinen Ecken abgerundet, aber
er ist immer noch punktsymmetrisch.

2. Der Schwerpunkt des gefilterten Rechteckpulsegageniiber dem Schwerpunkt des
Eingangs-Rechteckpulses um die Gruppenlaufzeit 1.05 ms verzégert. Diese
Verzogerung illustriert sehr schén die BedeutungGleippenlaufzeit bei einem
pulsférmigen Signal (Energiesignal).

Die Wirkung des Tiefpassfilters im Frequenzbereaelyt die folgende Abbildung:
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Oben ist das Betragsspektrum des Doppelrechteagalsichtlich und unten das
Betragsspektrum des tiefpassgefilterten Doppelesipiises.

Mit den vier symmtetrischen FIR-Filter-Typen lassaéch nicht Digitalfilter beliebiger
Ordnung und Funktion realisieren. Die méglichen|Reaungen sind in der folgenden
Tabelle zusammengestellt [6]:

Typ 1 2 3 4

Ordnung gerade ungerade gerade ungerade

Filterfunktion| TP, HP, BP, TP, BP Hilbert- Differentiator
BS, Multiband Transformator

Tabelle 1: Ordnung und Filterfunktionen der symmetrischen FIR-Filtertypen

5.2.1.3Strukturen symmetrischer FIR-Filter

Die klassische Struktur zur Realisierung eines Filkers ist dieDirektform oder
TransversalfilterSturkur:

Diese Struktur wird im Englischen auch als , Typsslay”-Struktur bezeichnet, weil sie aus
einer Kaskade von Verzdgerungselementen (Speiemeesiten) besteht, deren Ausgénge
abgegriffen und mit einem Multiplizierer versehémds Um die Direktform-Struktur auf
einem digitalen Computer zu implementieren, mufgefade Differenzengleichung
programmiert werden:

y[n] = b0 x[n] + b1 x[n-1] + b2 X[n-2] +...+ bN REN]

Aus der Differenzengleichung wie auch aus dem $igisadiagramm folgt, dass pro
Abtastwert N+1 Multiplikationen und N Additionen ingefihrt werden missen.
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Ungefahr die Halfte der Multiplikationen kann machsersparen, wenn die Symmetrie des
FIR-Filters ausgenutzt wird. Die entsprechendek®truwvird Linear-Phasen-Struktur
genannt. Die folgende Abbildung zeigt die Struldwemplarisch fur ein FIR-Filter vom Typ
1:

Die dazugehdrige Differenzengleichung lautet:
y[n] = b0 (X[n]+x[n-N]) + b1 (x[n-1]+x[n-N+1])+...4bN/2 x[n-N/2]
5.2.2 Eigenschaften und Strukturen von IIR-Filtern

5.2.2.1Grundlagen

Unter einem IIR-Filter N-ter Ordnung versteht mam Rigitalfilter mit der
Ubertragungsfunktich

wobei mindestens ein ai-Koeffizient ungleich N@lrsmuss. Die Impulsantwort h[n] eines
lIR-Filters ist — wie der Name sagt — i.A. unentllang un kann deshalb wie folgt
ausgedruckt werden:

In Sequenzschreibweise:

{h[n]} = {h[O],h[1].h[2],...}

Wenn alle Pole von H(z) durch Nullstellen kompertisieerden, dann hat die Impulsantwort
endliche Lange und das Digitalfilter ist eingertiliein FIR-Filter. Trotzdem wird auch fur
diesen Fall der Name IIR-Filter verwendet, weihsitese Bezeichnung ganz allgemein fur
lineare rekursive Digitalfilter eingebirgert hat.

Wir wollen und im Folgenden auf IRR-Filter besch@n, die eine unendlich lange
Impulsantwort haben, wie z.B. das Filter im BeispieAbschnitt 5.1.3. Seine Impulsantwort
ist unendlich lang, strebt aber wegen der Stabggen Null.

5.2.2.2Eigenschaften
5.2.2.2.1Stabilitat

8 In der Praxis ist es tiblich, dass der Zahler-Nadnergrad gleich gross sind. Sollte dies nichtrdgirsein,
dann sind die hochgradigen ai- oder bi-Koeffizianll zu setzen.
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lIR-Filter sind rekursiv und kdnnen demnach instabin. lhre Stabilitat l&sst sich am
einfachsten anhand der Pole der Ubertragungsfunki{a) tiberprifen. Liegen alle Pole
innerhalb des Einheitskreises der z-Ebene, damassDigitalfilter stabil.

5.2.2.2.2Phasengang und Gruppenlaufzeit

Der Phasengang eines IIR-Filters ist nichtlineat die Gruppenlaufzeit ist infolgedessen
nicht konstant. Dagegen sind IRR-Fillamimalphasig vorausgesetzt, ausserhalb des
Einheitskreises liegen keine Nullstellen. Untereemnminimalphasigen Filter versteht man ein
LTI-System, dessen negativer Phasengang bei eirgebgnen Amplitudengang minimal ist.
Minimalphasige Filter haben die Eigenschaft, dass Gruppenlaufzeit ebenfalls minimal ist

[6].

Beispiel:die folgende Abbildung zeigt links das Pol-NullEe-Diagramm, den
Amplitudengang, den Phasengang und die Gruppemid@ines Minimalphasen-IIR-Filters.
Spiegelt man die Nullstellen am EinheitskPeio entsteht daraus ein IIR-Filter mit gleichem
Amplitudengang aber nichtminimalphasigem Phasen@sirge Abbildung rechts):

® Unter dem Spiegeln einer Nullstelle am Einheitiskversteht man die Operation ,Invertieren“ und
~Konjugieren“: zi,gespiegelt = 1/zi*.
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5.2.2.2.3Filterfunktionen

Mit IIR-Filtern lasen sich folgende Filterfunktioneealisieren: Tiefpass, Hochpass,
Bandpass, Badndsperre, Allpass und Integrator.

Beispiel: ein LTI-System mit der Ubertragungsfuokti

stellt einen einfachen Integrator dar. Die folgeAdddildung zeigt seinen Frequenzgang und
seine Schrittantwort:
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Der Koeffizient b0 ist so gewéhlt, dass der Amglgngang bei f = 10 Hz den Wert von 1 hat
(Abtastfrequenz fa = 1 kHz). Amplitudengang undr8tanwort y[n] zeigen das erwwartete
Verhalten: der Amplitudengang hat eine SteigungloDekade pro Dekade und die
Schrittantwort ist rampenférmig. Der Phasengangdgen weicht gegentiber dem idealen,
konstanten Phasengang von -90° geringfiigig ab.

5.2.2.3Strukturen von IIR-Filtern
Die Differenzengleichung eines IIR-Filters

kann man als Paar zweier Differenzengleichungbregmen:

(32)

(33)
Die erste Differenzengleichung beschreibt ein FIReFmit dem Eingang x[n] und dem
Ausgang w[n]. Die zweite Differenzengleichung getzir einem Allpol-Filtet® mit dem
Eingang w[n] und dem Ausgang y[n]. Das Paar voridbénzengleichungen reprasentiert
daher eine Kaskade von zwei Systemen:

19 Ein Allpol-Filter ist ein IIR-Filter mit dem Z&htgrad 0. Es hat nur Pole und keine Nullstellen.
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Die dazugehdrige Sturktur nennt niamektform-I-Struktur

Vertauscht man die Reihenfolge der beiden Systdar@) erhalt man dibirektform-11-
Strukturmit dem Differenzengleichungssystem:

und einem Signalflussdiagramm, in dem sich diedreigignalpfade mit den
Verzogerungsgliedern zu einem Pfad zusammenfagssnt |

Diese Struktur heif3t auch 2. kanonische Struktur)@s Transponierungstheorem fuhrt zur
sogenanntetransponierten Direktform-StruktuDas Transponierungstheorem besagt:
Werden alle Signalflussrichtungen umgekehrt, Eiggamd Ausgang vertauscht, alle
Addierer durch Knoten und alle Knoten durch Addiemesetzt, dann andert sich die
Ubertragungsfunktion nicht. Als Anwenungsbeispies @heorems zeigt die folgende
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Abbildung die transponierte Direktform-1I-Strukt(wird auch als 1. kanonische Struktur
bezeichnet [7]):

Diese Struktur kann durch die Programmierung défei@nzengleichungssystems:

realisiert werden.

Die Direktform-1I- und die transponierte DirektforaStruktur sindkanonischeStrukturen,
weil sie mit einer minimalen Anzahl von Verzidgersalgmenten verwirklicht werden
konnen.

Direktform-Strukturen hoherer Ordnung sind ungi@fi. Besser funktionierekaskaden-
Strukturen welche auf der Zerlegung der UbertragungsfunkitioBlocke 2. Ordnung
basieren:

wobei die Koeffizienten b0i, b1i, b2i, ali und a®irch die Koeffizienten ai und bi bestimmt
sind. Die folgende Abbildung zeigt die Kaskaderufstur eines [IR-Filters:

Die Kaskadenstruktur [Faktorisierung von H(z)] wadch als 3. kanonische Struktur
bezeichnet [7]. In der obigen Zerlegung der Ubgrtrgsfunktion in Blocke 2. Ordnung

wurde angenommen, dass die Filterordnung N gestdksi der Filtergrad N ungerade, dann
erhoht man ihn um 1 und setzt die a2i- und b2i Koehten es ersten oder des letzten Blocks
Null.
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In MATLAB kann man H(z) mit Hilfe der Funktionenf2zp“ und ,zp2sos* in Blocke 1. und
2. Ordnung zerlegen. Wegen der Wichtigkeit der ledskstruktur kbnnen aber auch alle
anderen DSV-Programme, wie z.B. LabVIEW, dieseetprhg durchfiihren.

Die folgende Abbildung zeigt eine fir die Progrararang auf einem Festkomma-DSP

geeignete Kaskadenstruktur am Beispiel einer Kaskag 3 Direktform-I-Strukturen 2.
Ordnung [6]:

Zur Implementierung dieser Struktur muss folgeridigerenzengleichungssystem
programmiert werden:

Eine weitere Struktur erhalt man durch eine Pdmtiadhzerlegung von H(z):

diese Struktur wird auch als 4. kanonische Strulk&ézeichnet [7].

Die Auswabhl einer geeigneten Struktur kann siclsfielsweise an der geforderten Effizienz
der Rechenoperationen oder des Programmablaufgieran.

5.3 Entwurf digitaler Filter

5.3.1 Einfuhrung

Wir haben im letzten Unterkapitel Sturkturen unddfischaften von FIR- und IIR-Filtern
kennengelernt. In diesem Abschnitt geht es um thgd; wie man die Ubertragungsfunktion
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eines FIR- oder eines IIR-Filters findet. In detdftechnik wird diese Aufgabe als
Approximationsproblem oder einfach als Filterentilezeichnet.

Wie wir wissen, schreibt sich die Ubertragungsfiorkeines FIR-Filters als

und diejenige eines IRR-Filters als

Konkret lautet die Frage beim Approximationsprohl&ie gross ist die Ordnung N und
welche Werte haben die Koeffizienten der Ubertrggfumktion, wenn man mit einem FIR-
oder IIR-Filter einen Tiefpass, einen HochpasseiBandpass oder eine Bandsprerre gemalf
der folgenden Abbildung realisieren will?

a) Tiefpass b) Hochpass

c) Bandpass d) Bandsperre

Analog zu den vier Filtergrundfunktionen lassermsach Differenzierer, Hilbert-
Transformatoren, Multibandfilter und Allpasse entiea. Differenzierer, Hilbert-
Transformatoren und Multibandfilter realisiert maittels FIR-Filtern und Allpasse mittels
[IR-Filtern. Ein Allpass — auch als Phasenschiaumr Gruppenlaufzeitentzerrer bezeichnet —
hat im Zahler- und Nennerpolynom die gleichen Hibeffizienten aber in entgegengesetzer
Reihenfolge [6]:

(34)

Filter mit rechteckférmigen Amplitudengangen hakére unendlich hohe Ordnung und sind
infolgedessen nicht realisierbar. In der Praxis$ tegn deshalb einen Toleranzbereich fest (in
den Abbildungen schraffiert gezeichnet), in denhm sier Amplitudengang fir ein bestimmtes
Filter befinden darf. Man spricht in diesem Zusamhag auch von einem Stempel-
Matrizen-Schema. Die maxiaml zuldssigen Abweichardjeundd2 vom idealen
Amplitudengang heisseRippel im DurchlassundRippel im SperrbereictDie Bereiche, die
durch das Festlegen der Frequenzgrenzen entstadrant, marDurchlass-, Ubergangsind
Sperrbereichund die dazugehérigen Frequenzgrenzen heBsechlass-und
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SperrfrequenzerBeim Tiefpassfilter erstreckt sich der Durchlassgiich von O bis fpass, der
Ubergangsbereich von fpass bis fstop und der Sgidh von fstop bis 0,5 fs (fs:
Abtastfrequenz). Oberhalb der Nyquistfrequenz § Wwiederholen sich die Bereiche, da der
Amplitudengang eines zeitdiskreten Systems perbdisid symmetrisch ist.

Die Wahl der Toleranzgrenzen ist eine typische migy@aufgabe und hangt von der
Anwendung des Filters ab. Allgemein gilt, dass@rdnung und damit der Aufwand fur das
Digitalfilter steigt, je enger der schraffierte €chnzbereich ist. Fir eine gegebene
Filteranwendung wird der Toleranzbereich deshalgre@ wie mdglich gewanhlt.

Anhand des Tiefpassfilters wollen wir nunr die gil@genden Approximationsarten
kennenlernen (siehe Abbildung 6).

a) 1. Approximationsart: Flacher Verlauf im Durcgaund Sperrbereich (Butterworth-Filter)

b) 2. Approximationsart: Welligkeit im Durchlassb&h und flacher Verlauf im Sperrbereich
(Tschebyscheff-Filter 1. Art)

c) 3. Approximationsart: flacherVerlauf im Durchéagreich und Welligkeit im Sperrbereich
(Tschebyscheff-Filter 2. Art)

d) 4. Approxiamtionsart: Welligkeit im DurchlassadiSperrbereich (Cauer-Filter).
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Abbildung 6: die vier grundlegenden Approxiamtionsaten von Filtern. Quelle: [6]

In der ersten Approximationsart [Abbildung 6 agtienan den Amplitudengang maoglichst
flach in den Durchlass- und Sperrbereich. In degitem und dritten Approximationsart
[Abbildung 6 b) und c)] lasst man im Durchlassbehnaiesp. Im Sperrbereich eine Welligkeit
innerhalb der Toleranzgrenzen zu. In der vierteprApimationsart [Abbildung 6 d)] darf der
Amplitudengang sowohl im Durchlass- als auch imr8yeich innerhalb der
Toleranzgrenzen schwanken. Welches die Vor- undhtéde der einzelnen
Approximationsarten sind, werden wir in den naahgtbschnitten diskutieren.

5.3.2 Entwurf von FIR-Filtern

Von den verschiedenen Entwurfsmethoden flr FIReFiltollen wir die zwei wichtigsten,
namlich die Fenster- und die Optimalmethode, n&benenlernen.

5.3.2.1Fenstermethode

Ausgangspunkt der Fenstermethode ist der ideabplErezgang eines TP-, HP-, BP- oder
BS-Filters gemalf3 der folgenden Abbildung:

Bekanntlich ist der Frequenzgang eines LTI-Systgleish der Fourier-Transformierten
seiner Impulsantwort. Wenden wir deshalb auf demgé&enzgang Hideal(expf]) die inverse
Fourier-Transformation fur zeitdiskrete Signale)(26, so erhalten wir die Impulsantwort
hideal[n] des Digitalfilters:

Das Ergebnis der Ricktransformation fur die vidteFiunktionen ist in der folgenden
Tabelle zusammengestellt [6]:

Filterfunktion Ideale Impulsantwort

P g

HP

BP

BS

Tabelle 2: Ideale Impulsantworten der vier grundlegnden Filterfunktionen. Quelle: [6]
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Die Impulsantwort hideal[n] eines idealen Filtessunendlich lang und infolgedessen nicht
realisierbar. Ferner ist das ideale Filter nichided. Um das Filter realisierbar zu machen,
muss die Impulsantwort hideal[n] mit Hilfe einesBters begrenzt werden. Das einfachste
Fenster dafir ist das Rechteckfenster (vgl. AbstBr6). Leider bewirkt dieses Fenster durch
das abrupte Abschneiden der Impulsantwort untoleare Schwingungen im Frequenzgang,
die man als Gibbsches Phanomen bezeichnet. Diégsdrgringen konnen durch das
Verwenden eines geeigneten Fensters gemildert weRde dafiir am meisten verwendeten
Fenster sind das Hamming-Fenster [6]:

(35)

sowie das Kaiser-Fenster (siehe Abschnitt 3.6)ekelzhnet die Ordnung und N+1 somit die
Lange des FIR-Filters. Wir setzen ein Filter vonpTlyvoraus (d.h. die Impulsantwort ist
spiegelsymmetrisch und N gerade), weil nur darenaér Filterfunktionen realisiert werden
kénnen (siehe Tabelle 1). Der Faktor c in Gl. @563l so gewahlt, dass der Frequenzgang bei
einer bestimmten Frequenz einen gewtinschten Werbéiapielsweise 1 bei der Frequenz

f = 0 eines Tiefpasses.

Bei Verwendung des Hamming-Fensters hat der Angeitgang einen Rippel von ca.

dl =d2 = 0.002 und einen Ubergangsbereich der ungefdnate von 3.3 fs / (N+1) [6]. Im
Gegensatz zum Hamming-Fenster kann man beim KReester einen Rippel und die Breite
des Ubergangsbereichs mit Hilfe de®arameters einstellen. Dabei ist zu beachten,alass
kleinerer Ubergangsbereich immer auf Kosten eimé8ayen Rippels oder einer héheren
Filterordnung erkauft werden muss [6].

Die Fenstermethode (implementiert im MATLAB-Befellt1*) lasst sich wie folgt
zusammenfassen:

Die Impulsantwort des FIR-Filters erhalt man dufdltiplikation der idealen
Impulsantwort mit der Fensterfunktion:

h[n] = hideal[n] w[n]

Die folgende Abbildung soll die Fenstermethodesiitieren [6]:
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Auf der rechten Seite sind die ideale Impulsantwdig Fensterfunktion und die
Impulsantwort des FIR-Filters dargestellt. Linksdsder ideale Frequenzgang, das Spektrum
des Hamming-Fensters und der Amplitudengang des—H&s abgebildet. Um das FIR-
Filter kausal und damit echtzeitfahig zu machenssrdie Impulsantwort selbstverstandlich
noch um 0,5 N Abtastintervalle nach rechts versehoberden.

Ein grof3er Vorteil der Fenstermethode ist die einéaProgrammierung und der geringe
Rechenaufwand. Méchte man allerdings fur ein gegeb&tempel-Matrizen-Schema ein
FIR-Filter minimaler Ordnung entwerfen, dann mus @ptimalmethode angewendet werden

[6].

5.3.2.20ptimalmethode

Die Optimalmethode ist eine FIR-Filter-Entwurfsmadle, die unter vielen Namen bekannt
ist: Parks-McCelellan-Methode, Remez-Entwurf, optlienFIR-Filter-Approximation,

Entwurf aufgrund gleichméassiger Welligkeit, Tschedtyeff-Aproxximation im Durchlass-
und Sperrbereich, Equiripple-Verfahren, etc. Mésdir Methode lassen sich FIR-Filter
entwerfen, welche eine gleichméassige WelligkeiGinrchlass- und Sperrbereich aufweisen,
wie die folgende Abbildung a) zeigt [6]:
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a) Amplitudengang eines FIR-Filters (Entwurf mit @ptimalmethode)

b) Amplitudengang eines FIR-Filters (Entwurf mir dlenstermethode mit dem
Kaiserfenster)

Abbildung 7: Amplitudengang eines FIR-Filters. Quele: [6]

Bei Betrachtung der Amplitudengange in der obigébiklung wird der Name
~Optimalmethode” plausibel. Im Gegensatz zur Fensé¢hode approximiert die
Optimalmethode das FIR-filter unter Ausnutzung giesamten Toperanzbereiches. Daraus
resultiert eine Filterordnung N, die normalerweiggsentlich kleiner als diejenige des
Fensterentwurfs ist.

Die Beschreibung der Optimalmethode ist sehr umiaoly [6] und soll deshalb hier nur grob
skizziert werden. Das Verfahren startet mit eingidzung der Filterordnung gemaf
folgender Formel [6]:

(36)

Anschliel3end werden Uber einen iterativen Prozets-sogenannten Remez-Exchange-
Algorithmus — die Filterkoeffizienten so lange vaaart, bis die dazugehorige
Ubertragungsfunktion das Stempel-Matrizenschemalerurch Einhalten der
Symmetriebedingungen bezuglich der Filterkoeffimarwird erreicht, dass das FIR-Filter
eine lineare Phasenchrarkteristik hat.

Die Optimalmethode istasStandardverfahren zum Entwurf digitaler FIR-Filtegil es

Filter minimaler Ordnung liefert. Zudem bietet end/orteil, dass die maximal zulassigen
Rippeldl undd2 im Durchlass- und Sperrbereich individuell fegewerden kénnen. Das
Optimalverfahren ist wie das Fensterverfahren & jedem Programmpaket zur digitalen
Signalverarbeitung enthalten, wie beispielsweis@lAXTLAB unter dem Namen ,firpm*. Es
ermdglicht nicht nur die Approximation der vierteilgrundfunktionen, sondern ebenso den
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Entwurf von Multibandfiltern, Differentiatoren uridilbert-Transformatoren. Sein
wesentlicher Nachteil gegeniiber dem Fenstervenfiabtaler grol3ere Programmier- und
Rechenaufwand.

Wie bereits erwahnt, existiert eine Reihe weitémetwurfsverfahren, wie z.B. das Least-
Squares- und das Frequency-Sampling-Verfahrei@diese Verfahren wenig gebrauchlich
sind, sollen sie hier nicht erlautert werden.

5.3.3 Entwurf von IIR-Filtern
Der Ausgangspunktfir den Entwurf von IIR-Filterhdse analoge Ubertragungsfunktion
H(s) des Filters (siehe Abschnitt 2.4). Die Aufgatiees nun, die Funktion H(z) des diskreten
Systems zu bestimmen, welche in gewissem Sinn ddsalfen des analogen Systems
approximiert! [7]. Eine Synthese kann grundsatzlich im Zeit-rdelequenzbereich
durchgefuhrt werden:
Synthese im Zeitbereich: Invarianzmethode
Synthese im Frequenzbereich: Bilinear-Transfornmaipbw. Bilineare z-
Transformation

Haufig kommen fir die Synthese Programmpakete (dABTLAB) zum Einsatz.

5.3.3.1Invarianzmethode

Konzept: ein Digitalfilter ist einem analogen Filégquivalent, wenn aquivalente Eingédnge zu
aquivalenten Ausgangen fuhren. Das Eingangssignal(g =d(t). Gemal3 der
Invarianzmethode muss ,Impulsinvarianz” gelten [7]:

Abtastung

Problem: Abtastung der analogen Filterantwort kamr\liasing im Frequenzbereich fuhren.

Beispiel:Gesucht ist das impulsinvariante Aquivalent von

1 Bemerkung: eine zufrieden stellende Entsprechomgéitbereich bedeuted nicht zwingend auch eine
befriedigende Korrespondenz im Frequenzbereich.
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1. Schritt: Ermittlung der Impulsantwort h(t) im Zegieich

2. Schritt: Ermittlung der Impulsantwort des gesucHdagitalfilters

mit T: Abtastintervall.
3. Schritt: z-Transformation der zeitdiskreten Imputseort

Achtung: die Amplitudenantwort ist durch die Abtasg um den Faktor 1/T verzerrt.
Multiplikation mit T ergibt:

Ergebnis: Signalflussdiagramm des IIR-Filters:
H(z) = H1(z) — H2(2)

Pfad H1(z2)

Pfad H2(2)

Signalflussdiagramm
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Vergleich der Frequenzgange beider Filter:

fur w = 0 ergibt sich H(0) = 1.

=> Gleichstromanworten sind unterschiedlich!

BegrundungAliasing im Frequenzbereich. Die Impulsantwor) lfurde abgetastet. Die
Abtastung vervielfacht das FrequenzspektrumwiHigt bzgl. der Abtstfrequenz nicht
bandbegrenzt. Das Aliasing-Problem der Invarianhouwd kann durch die bilineare z-
Transformation tGberwunden werden.

5.3.3.2Bilinear-Transformation

Das haufigste Verfahren zum Entwurf von IIR-Filtéshdie Methode Uber die bilineare
Transformation [6]. Es beruht auf den bewahrtemiarisverfahren fiir Analogfilter und ist
sehr effizienz. Andere Verfahren, wie z.B. die Meth Uber die impulsinvariante
Transformation spielen eine untergeordnete Roltewerden deshalb hier nicht behandelt.

Die Ausgangsfrage lautet: Wie kann man die Ubeuimggfunktion H(s) eines Analogfilters
(zeitkontinuierliches LTI-System) in die Ubertragisfunktion H(z) eines Digitalfilters
(zeitdiskretes LTI-System) uberfiihren? Die Losudgsibesteht darin, die Laplacevariable s
durch eine Funktion der Variablen z zu substituiekénter den vielen Méglichkeiten hat sich
die Substitution:

(37)
mit dem Namen ,bilineare Transformation* am geetgtem erwiesen. T bezeichnet die
Abtastperiode fs = 1/T. Sie fiihrt zur Ubertragunggtion:

(38)
Die Bilinear-Transformation bildet die linke s-Haltene in den Einheitskreis der z-Ebene ab:
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Dadurch werden in der linken s-Halbebene liegerale i das Innere des Einheitskreises
Uberfuhrt und man erhalt so aus stabilen Anal@ghlstabile Digitalfilter. Des Weiteren wird
die jw-Achse auf den exp{y)-Einheitskreis abgebiltdet, was bedeutet, das$cyuenzgang
des Analodgfilters in den Frequenzgang des DigitaiB tibergeht. Allerdings ist der
Zusammenhang zwischen der normierten Kreisfrequénav/fs des Digitalfilters und der
Kreisfrequenav des Analodfilters nicht linear. Diese Nichtlineétitvird ersichtlich, wenn
man s =\ und z = exp{jV) setzt und die Gleichung nashaufldst. Als Lésung erhalt man:

(39)

Der lIR-Filterentwurf am Beispiel eines Tiefpastisst sich damit wie folgt

zusammenfassen:

1. Bestimme die normierte Durchlass- und Sperrkregsfeaz\Wpass undA\stopp des
gewunschten Digitalfilters und konvertiere sie g8n@. (39) in die Kreisfrequenzen
wpass undvstopp des Analodfilters.

2. Bestimme die Ordnung des Analodfilters aus dermgleiten Sperrddmpfungpass und
wstopp.

3. Bestimme die Ubertragungsfunktion H(s) des Analte gemaR Abschnitt 2.4.

4. Ersetze s in der Ubertragungsfunktion H(s) geméa}33). Das Ergebnis ist die
Ubertragungsfunktion H(z) des gewlnschten IIR-Elte

In der Praxis missen die Schritte dieses Verfahkanm je programmiert werden, da heute
jedes Digitalfilter-Entwurfsprogramm die vollstagdiBilinear-Transformationsmethode
implementiert hat. MATLAB beispielsweise stellt daflie Befehle ,butter”, ,chebyl®,
~.cheby2* und ,ellpi“, sowie das DSV-Werkzeug ,sptoaur Verfigung [6].

Ein Nachteil der Bilinear-Transformationsmethodedis fehlende Mdéglichkeit, Allpass-
Filter gemal Gl. (34) zu approximieren. Allpassedee bezuglich ihrem Phasengang oder
ihrer Gruppenlaufzeit spezifiziert und kdnnen menigen DSV-Programmen entworfen
werden, wie beispielsweise mit der MATLAB Entwurtsid Analyse-Toolbox ,fdattool” [6].

5.3.3.3Approximationsarten

Wir haben in Abschnitt 5.3.1 gesehen, dass egvierdlegende Approximationsarten fur den
rechteckformigen Amplitudengang gibt:
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a) die Butterhworth-Approximation mit einem monotonéerlauf im Durchlass- und
Sperrbereich [Abbildung 6 a)].

b) die Tschebyscheff-Approximation vom Typ | mit eiggeichmassigen Welligkeit im
Durchlass- und einem monotonen Verlauf im Speriberi@bbildung 6 b)].

c) Die Tschebyscheff-Approximation vom Typ Il mit ememonotonen Verlauf im
Durchlassbereich und einer gleichmafigen WelligkeiSperrbereich [Abbildung 6
c)].

d) Die Cauer-Approximation mit einem welligen Verladwohl im Durchlass- als auch
im Sperrbereich [Abbildung 6 d)].

Die entsprechenden IIR-Filter heissen deshalb 8utterworth-Filter, Tschebyscheff-1-
Filter, Tschebyscheff-2-Filter und Cauer-Filterchsbyscheff-1-Filter nennt man haufig
einfach Tschebyscheff-Filter und Cauer-Filter belzeet man auch als elliptische Filter, da
bei der Approximation elliptische Funktionen angediaverden [6].

In der Praxis wird bei einer Filter-Anwendung merst zuerst das Stempel-Matrizen-Schema
festgelegt. Aufgrund der unterschiedlichen Eigeaftelm entscheidet man sich dann fir eine
der vier Approximationen. Um diese Entscheidungteichtern, fasst Tabelle 3 einige
wichtige Eigenschaften zusammen, die im Folgendaskutert werden sollen.

Filterart Ordnung Amplitudengang im Amplitundengang im
Druchlassbereich Sperrbereich
Butterworth grof3 monoton monoton
Tschebyscheff | mittel wellig monoton
Tschebyscheff Il mittel monoton wellig
Cauer Klein wellig wellig

Tabelle 3: Eigenschaften der vier Filterarten. Quée: [6]

Filter hoher Ordnung erfordern einen hohen Realisigsaufwand bezuglich Anzahl
Verzdgerungselementen, Multiplizierer und Addierdtime kleine Filterordnung stellt
daher eine winschenswerte Eigenschatft dar.

Die Bezeichnunt ,grof3, ,mittel* und ,klein” sindioht absolut sondern relativ zu
verstehen. Zudem kdnnen bei geringen Filter-Anfardgen die Ordnungen bei allen
vier Filterarten gleich grof3 sein.

Die Einschwingvorgénge der vier Filterarten untkesden sich wenig voneinander.
Trotzdem kdnnen die kleinen Unterschiede flir eegetpene Anwendung
entscheidend sein.

Seiner kleinen Ordnung wegen ist das Cauer-Fili@ndard. Eine endgultige
Entscheidung bezuglich der Filterart liefert abwst eine Simulation, beispielsweise
mit dem MATLAB-Programm ,spfilt“, das in [6] (Anhay) beschrieben wird.

Zur lllustration wollen wir wiederum einen Tiefpé#ier mit dem Toleranzschema in
Abbildung 7 approximieren. Die obere Grenze im Aitplengang ersetzen wir im
Durchlassbereich durch 1 und die untere durchIl{8iehe Abbildung 8). Diese Art von
Grenzen ist eine Eigenart vieler lIR-Filter-Entwspfogramme. Der Wertd2 wird dann als
Rippel im Durchlassbereich bezeichnet. Mit dem MAB-DSV-Werkzeug ,sptool*
entwerfen wir ein Butterworth- [Abbildung 8 a)] ueth Cauer-Filter [Abbildung 8 b)]. Wir
stellen fest, dass die Ordnung des Cauer-Filtesemtéch kleiner ist als diejenige des
Butterworth-Filters und dass die Ordnungen derdreitR-Filter deutlich kleiner sind als die
Ordnungen der entsprechenden FIR-Filter [N=15 ibildong 7 a) und N=22 in Abbildung 7

b)].
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a) Butterworth-Approximation

b) Cauer-Approximation
Abbildung 8: Amplitudengang eines IIR-Filters. Quele: [6]

5.4 Realisierung digitaler Filter

5.4.1 Vorgehensweise zur Realisierung eines Digital filters

Wir wollen im Folgenden das Vorgehen zur Realigigraines Digitalfilters in sieben
Punkten zusammenfassen.

5.4.1.1Betriebsart und Hardware

Zuerst ist abzuklaren, ob das Filter in Echtzedradichtechtzeit betrieben werden soll. Im
Nichtechtzeit-Betrieb wird das zu verarbeitendengigbgespeichéft AnschlieRend wird es
durch einen Digitalfilter-Algorithmus bearbeitegilBedarf in einer Tabelle oder in einer
Graphik dargestellt und wenn notig weiterverarliegeser Betrieb, bei dem ein PC, eine
Workstation oder ein Mainframe als Hardware dikotmmt vor allem bei Mess- und
Simulationsaufgaben in Betracht. Im Echtzeit-Bétmeerden — abgesehen von Filtern mit
tiefer Abtastfrequenz — hohe Anforderungen an deeavbeitungsgeschwindigkeit der
Hardware gestellt. In Betracht kommen deshalb $igozessoren, spezielle Digitalfilter ICs
oder andere schnelle Rechnerbausteine [6].

Generell jedoch gilt, dass zur digitalen Filteryader Rechner in Frage kommt, sofern er
schnell genug ist, ausreichend Speicher zur Verfgguellt und eine gentigend grol3e
Wortbreite hat.

12 Ein gutes Beispiel fiir digitale SignalverarbeitindNichtechtzeit ist die Konvertierung einer Audid in
mp3.
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5.4.1.2 Antialiasingfilter und Abtastfrequenz

Abbildung 9: Amplitudengang eines Digital- und eins Antialiasingfilters. Quelle: [6]

Abbildung 9 zeigt die schematischen Amplitudengaeiges digitalen Tiefpassfilters
H(exp[j2pfT]) und eines zeitkontinuierlichen Antialiasingéts HAAF(f). Der Frequenzgang
eines Digitalfilters ist fs-periodisch. Um Antiadiagfehler zu vermeiden, muss das
Antialiasingfilter die héherfrequenten Durchlassbelne des Digitalfilers unterdriicken, d.h.
es muss gelten [6]:

Der Parameter fstopAAF ist die Sperrfrequenz desahasingfilters, fs ist die
Abtastfrequenz und fstop die Sperrfrequenz dest@iders. Aus der obigen Ungleichung
ergibt sich somit folgende Bedingung fir die Abtats:

Die Wahl der Abtastrate ist ein Dilemma. Wahlt nfiatief, dann steigen die Anforderungen
an die Flankensteilheit des Antialiasingfilters. M{dnan hingegen fs hoch, dann steigen die
Anforderungen an die Verarbeitungsgeschwindigkedt an die Genauigkeit des
Digitalrechners. Das Dilemma wird durch einen Koamiss gel6st, der von der betreffenden
Anwendung abhangt und deshalb von Fall zu Fallcbiggen werden muss. Ublich sind
Abtastfrequenzen, die um einen Faktor 2,5 bis 20 dbr Sperrfrequenz des Digitalfilters
liegen [6].
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Um das Dilemma zu entschérfen, kann der AD-Waridldurch einerSD-AD-Wandler
(engl. sigma-delta AD converter, oversampling ADeerter) gemal Abbildung 10 ersetzt
werden. EirSD-AD-Wandler tastet das Eingangssignal mit eineredmoAbtastfrequenz fs1 ab
und liefert das digitale Ausgangssignal mit einefien Abtastfrequenz fs2. Davon profitieren
beide Filter:
Das Antialiasingfilter, weil es jetzt einen groRghergangsbereich hat und somit
beispielsweise mit einem einfachen RC-Glied redliserden kann.
Das Digitalfilter, weil es jetzt mit einer tieferbfastfrequenz fs2 betrieben wird.

Abbildung 10: Amplitudengang eines Digital- und Antaliasingdfilers bei Verwendung einesSIDAD-
Wandlers. Quelle: [6]

Selbstverstandlich ist zu prifen, ob der Einsate®Antialiasingfileters tberhaupt notwendig
ist. Es gibt viele Anwendungen in der Praxis, we da verarbeitende Signal schon gentigend
bandbegrenzt ist und so den Einsatz eines Antiagjikers tberfllissig macht [6].

5.4.1.3FIR- oder IIR-Filter?

Der nachste Schritt besteht in der Wahl der FlBenndstruktur: nichtrekursiv oder rekursiv,
d.h. FIR oder IIR. Um die Wahl zu erleichtern, said wichtigsten Eigenschaften in Tabelle
4 zusammengefasst.

Eigenschaft FIR-Filter lIR-Filter
Stabilitat immer stabil Instabilitdten moglich
Gruppenlaufzeit konstant frequenzabhangig
Ordnung und hoch tief
Rechenaufwand
Nichtideale Effekte Klein grol3
Filterfunktionen TP, BP, HP, BS, Differentiator, TP, BP, HP, BS, Allpass,
Hilbert-Transformator, Integrator
Multiband-Filter

Tabelle 4: Eigenschaften von FIR- und IIR-Filtern.Quelle: [6]

Die aufgefuhrten Eigenschaften in der mittlerendfole gelten fur FIR-Filter mit
symmetrischer Impulsantwort. Unsymmetrische FIReFiind untblirh und werden nur
selten eingesetzt. Die Qualifikationen ,gross” ek, ,hoch* und ,tief* sind nicht absolut,
sondern relativ zu verstehen.

K. Obermann 159 SS 2009



gBalverarbeitung

5.4.1.4Spezifikationen

Unter den Spezifikationen des Filters verstehendag Toleranzschema mit seinen
Durchlass- und Sperrfrequenzen, sowie den zulds&tggoeln im Durchlass-und
Sperrbereich. Die Wahl dieser Parameter erfolgjrauid einer konkreten Anwendung und
unter Bertcksichtigung der Leistungsfahigkeit desandenen Digitalrechners. Aus der
Perspektive des Digitalfilters lasst sich folgendagen: Je grosser die Anspriche an das
Filter sind, d.h. je enger der zulassige Tolerarabh ist, desto grésser ist die Ordnung und
desto hoher sind die Genauigkeitsanforderungeneadakffizienten. Eine grof3ere Ordnung
bedeutet eine grosse Anzahl von Koeffizienten wenditeine grosse Anzahl von
Multiplikationen. Ein FIR-Filter N-ter Ordnung inif2ktform-Struktur erfordert (N+I)-
Multiplikationen pro Abtastintervall und ein 1IR-8tk 2. Ordnung bendtigt 5 bis 7
Multiplikationen pro Abtastintervall [6]. Ein lIR4Fer hoher Ordnung in Kaskaden-Struktur
hat auf3erdem eine grosse Anzahl von Quantisierteligssund somit ein hohes Rauschen an
seinem Ausgang. Schliesslich steigt mit zunehme@dénung sowohl fir FIR- wie auch fur
lIR-Filter die Gruppenlaufzeit an.

Nach diesen Ausfihrungen ist es offensichtlichsahs Spezifikationen eines Digitalfilters
so tolerant als mdglich gewahlt werden sollen. Qiésnsbesondere bei Verwendung eines
Festkomma-Rechners und bei hochfrequent abgetasietdzeit-Aufgaben.

5.4.1.5Filterentwurf

Unter der Tschebyscheff (Cauer)-Approximation vaerstman ein Approximationsverfahren,
das eine stuckweise konstante Welligkeit im Amplingang ergibt. Approximiert man einen
rechteckformigen Amplitudengang nach diesem Vedahso flhrt es zu einem Digitalfilter
minimaler Ordnung. Dies ist der Grund, weshalb@skrugt angewandt wird. Bei FIR-
Filtern ist das Verfahren unter verschiedenen Nabeiannt, wie z.B. unter Parks-
McClellan- oder Equirippel-Verfahren. Bei IIR-Fitteist es unter den Namen ,Cauer-Filter”
oder ,elliptisches Filter* bekannt. Wenn die Tscystheff-Approximation wider Erwarten zu
unerwunschten Ergebnissen fuhrt, empfiehlt sichAdieendung einer anderen
Entwurfsmethode, wie sie beispielsweise in 5.3 lnesben ist.

5.4.1.6Struktur

Die ubliche Struktur fir FIR-Filter ist die nichgkursive Direktform-Struktur, auch
Transversalfilter-Struktur genannt (siehe Abschmi?t1.3) und die haufigste Struktur fur lIR-
Filter ist die Kaskaden-Struktur mit Blocken 2. @uag (siehe Abschnitt 5.2.2.3). Beim
Auftreten von Schwierigkeiten kbnnen Spezialstrudtueingesetzt werden [6]. Zur
Erinnerung: Die Struktur ist eine graphische Foea Algorithmus, gemal dem das Filter auf
einem digitalen Rechner programmiert wird.

5.4.1.7Simulation, Implementation und Kontrolle

Nach der Bestimmung der Abtastfrequenz, der Filteffizienten und der Filterstruktur kann
das Digitalfilter - eventuell nach einer Simulationt Hilfe von Softwarewerkzeugen auf der
bereitgestellten Hardware implementiert werden.iN&er Implementation ist es unbedingt
erforderlich, das Digitalfilter unter praxisnaheadingungen auszutesten. Falls die
Erfolgskontrolle zu einem unbefriedigenden Ergelbilist, muss der Entwurfprozess neu
gestartet und Punkt fir Punkt Gberarbeitet weréégn [

Hinweis Im Anhang von [6] ist das MATLAB-Tool ,spfilt“ b&chrieben, mit dem man

Digitalfilter entwerfen, simulieren und realisierkann. Es beruth auf dem MATLAB-
Programm ,sptool*.

K. Obermann 160 SS 2009



gBalverarbeitung

5.4.2 Anwendungsbeispiel

Eine Aufgabe, die in der Praxis hin und wieder wonknt, ist das Herausfiltern der
Grundschwingung aus einem periodischen SignalBalspiel dafir soll aus der
Reckteckschwingung der Frequenz fO die Cosinussahwg mit gleicher Frequenz und der
Amplitude 1 gemaR der folgenden Abbildung heraukgefwerden:

Gemal Abschnitt 2.1 kann man die Rechteckschwinga@dolgt in eine Fourier-Reihe
zerlegen:

wobei die Grundfrequenz fO durch den ReziprokwertReriode TO gegeben ist. Fir
TO=1msistf0=1/TO =1 kHz.

Das Rechtecksignal soll mit einem DSP-Kit gefiltgdgrden, der sich nur mit einer
beschrankten Anzahl von Abtastfrequenzen fs = 4, BkHz, 16 kHz, etc. betreiben lasst.
Wir méchten den Cosinus mit acht Abtastwerden nedee darstellen und wahlen deshalb
fs = 8 kHz.

Gemal3 Aufgabenstellung soll der Scheitelwert desif@sschwingung 1 sein. Bezuglich der
Unterdriickung des DC-Wertes und der Oberschwingusgel keine Bedingungen gegeben.

Wir setzen deshalb willkiirlich einen maximalen @d Oberschingungsanteil von 1 % fest.
Daraus ergeben sich folgende Bedingungen an dedittidgngang des Filters:

Aufgrund dieser Bedingungen zeichnen wir das Toleseahema gemal:
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Um mit dem DSV-Programm ,sptool“ von MATLAB ein FRilter zu entwerfen, missen
wir das Toleranzschema modifizieren. Das Programiat slie Verstarkung im
Durchlassbereich auf HO = 1 entsprechend 0 dB efididrt den Rippel im Durchlassbereich
und die Sperrdampfung Rs wie folgt [6]:

Wir berechnen die Werte Rp und Rs, runden sieesalie Frequenzgrenzen f1, f2, f3 und f4
auf 100 Hz, 950 Hz, 1050 Hz und 2000 Hz und erhatedas folgende Toleranzschema:

Das Festlegen der Frequenzgrenzen ist meistenisannteutig, deshalb ist eine andere Wahl
ebenfalls mdglich [6]. Das entworfene Filter ha @irdnung 20 und besteht somit aus 21
Koeffizienten b0, b1l,...,b20. Bevor wir es implemengn, missen wir seine Koeffizienten
mit dem Faktor HO multiplizieren, damit es die Spkationen erfillt. AnschlielRend
simulieren wir es mit dem Programm ,spfilt“, um @berprufen, ob es auf einem 16-Bit-
Festkomma-Rechner funktioniert. Das Ergebnis detgreichen Simulation zeigt die
folgende Abbildung [6]:
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Mit denselben Kenngréf3en entfernen wir ferner #diptesches lIR-Filter in Kaskadenstruktur
mit Direktform-I-Blocken 2. Ordnung. Der Entwurfgzess liefert die Koeffizienten eines
Filters 4. Ordnung, wobei die Koeffizienten b011bth21 noch mit dem Faktor HO zu
multiplizieren sind, damit es die gewunschten Se#tionen erfillt. Die Simulation mit 100
Abtastwerten zeigt, dass das Ausgangssignal zweiibealauft und sein Einschwingvorgang
um einiges langer als der des FIR-Filters dauért [6

Aufgrund der Simulationsergebnisse und der verlsitaldig kleinen Ordnung entscheiden
wir uns fir die Realisierung des FIR-Filters. Wangrieren mit Hilfe von ,spfilt“ den Code
fur dieses Filter, der anschlieRend automatiscldanfDSP-Starterkit TMS320VC5510-DSK
von Texas Instruments geladen und gestartet wied 5 P-Kit enthalt den 16-Bit-
Festkomma-DSP TMS320VC5510, eireD-AD- und DA-Wandler, sowie analoge
Eingangs- und Ausgangsfilter. Der AD-Wandler tadtet Eingangssignal mit einer
Abtastfrequenz von fs1 = 250 fs ab, liefert die adttverte mit einer Abtastrate von

fs = 8000 Hz an den DSP, wo sie mit dem Filteratgorus bearbeitet und anschliel3end dem
DA-Wandler Gibergeben werden [6].

Das Programm ,spfilt* entwirft und simuliert zeisitirete Systeme. Die Verzerrungen der
zeitkontinuierlichen Signale am Eingang und Ausgamgursacht durch die AD- und DA-
Wandler sowie durch die analogen Eingangs- und angsfilter des DSP-Kits, bleiben
deshalb unbericksichtigt [6].
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